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Calculo de coeficientes de variacion para diferentes
estimadores directos e indirectos utilizados en las
encuestas economicas de Eustat
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1. Introduccion

El objetivo de este documento es presentar algunos estimadores cldsicos
basados en el diseno y estimadores asistidos por modelos basicos que se
utilizan en diferentes encuestas econémicas de Eustat. Bajo la filosofia del
diseno, la variable objeto de estudio (y en adelante) se trata como una
cantidad fija y desconocida. La aleatoriedad viene dada por la forma de
seleccién de la muestra que puede realizarse por diferentes procedimientos
(muestreo aleatorio simple, muestreo aleatorio estratificado, etc.). El éxito
de los métodos de estimacion basados en el diseno radica en lo representativa
que sea la muestra de la poblacién objeto de estudio.

2. Estimadores directos

Se supone definida una poblacién U = (1, ..., N) que representa toda la
Comunidad Auténoma de FEuskadi y se definen estratos combinando, por
ejemplo, Territorios Histéricos y clasificacion CNAE (Cédigo Nacional de
Actividades Econdémicas). En este documento se supone que en cada uno
de los estratos se realiza un muestreo aleatorio simple. En este contexto,
definiendo los estratos a priori y seleccionando la muestra de forma aleato-
ria dentro de cada uno de ellos, se pueden utilizar estimadores directos de
expansién clésicos basados en el disenio dado que el tamafio muestral nj en
cada estrato es fijo.

En lo que sigue, y sin pérdida de generalidad, se supone que las unidades
bésicas de muestreo son establecimientos.

Sea,

= yp;: valor que toma la variable y en el establecimiento j (j = 1, ..., Nj)
del estrato h (h=1,..., H);

= Y}: total poblacional (de y) en el estrato h;
= Y total poblacional (de y) en la CAE;
s N, tamano poblacional del estrato h;

= ny: tamano de la muestra en el estrato h;

" Th = ]7\1,—’;: probabilidad de inclusién de la unidad j en el estrato h;

. W= % peso de muestreo de la unidad j en el estrato h;
hj
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_ PPN
U = % media muestral en el estrato h;
S (yni—in)? .
sf{h = %: varianza muestral en el estrato h;

Z] 1 Ynj = Npyp: estimador del total en el estrato h;

var(t,,) = ( - N—h)N}% - estimador de la varianza del total en el
estrato h;
tstry _ H Nhf _ Zh 12 1thth
= 1 Reyn = : media muestral estrati-
Ystr = N h=1 N Yh Zh 12J Lwn;
ficada;

: H ; H _ H \ s
totry = D oneq tyh = Doney Nolh = Y on_y Z;”’:l WhiYn,: estimador es-
tratificado del total.

Dado que el muestreo se realiza de modo independiente en cada estrato, la
varianza estratificada del total viene dada por

A~ il np, 2832Jh
wn(ary) = 3 (1 )N

el error estandar es

- np Son
e.e(tstr.y) = Z (1 — F)N}%ni,
i1 h h
y el coeficiente de variacién
A e.e(ts
Y (Estry) = M
tstr Yy

2.1.

Propiedades: los estimadores ¢y y ts son incondicionalmente insesga-
dos.

Estimador de Horvitz-Thompson

El estimador Horvitz-Thompson del total poblacional Y}, = Z;V:hl Ynj de

la variable y en el estrato h viene dado por

tyn.HT = § WhjiYhj,
j=1
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donde wy; = 1 /ﬂ'hj son los pesos muestrales de la j-ésima unidad en el
estrato h y mp; es su probabilidad de inclusién (o fraccién de muestreo). En
un muestreo aleatorio simple con nj; unidades seleccionadas del total Ny,
con wy; = Np/ny, j = 1,...,np, un estimador insesgado de la varianza del
estimador Horvitz-Thompson viene dadao por la siguiente expresion:

ﬂ) 120 (yng — 9n)?

" 1
(it :N2(1—ﬂ)—%\r : :N2(1—
(tyn.uT) I N (Ynj) h N,

h/ Mh np np —1

El estimador de Horvitz-Thompson es un estimador directo y no hace
uso de ningun tipo de informacién auxiliar, es decir, utiliza inicamente para
su céalculo la informacion obtenida en la muestra y los pesos de muestreo.
Cuando el tamafno muestral es pequeno no es un estimador adecuado aunque
sea insesgado bajo el diseno ya que es un estimador muy inestable y su
varianza puede ser muy grande en estos casos.

2.2. Estimador de regresién generalizado (GREG)

El estimador de regresiéon generalizado es un estimador que utiliza in-
formacion auxiliar de la variable, por ejemplo, x para estimar la variable
y. Se diferencia del estimador de regresiéon habitual en que introduce pesos
en la estimacién de los coeficientes del modelo (normalmente los pesos de
muestreo). Este tipo de estimadores utilizan los modelos de regresién como
un medio para conseguir estimadores consistentes desde el punto de vista
del diseno. Requieren que el muestreo sea aleatorio. Han sido propuestos
fundamentalmente por Sarndal, Swensson y Wrettman (1989). El estimador
de regresién generalizado del total Y}, en el estrato h viene dado por

Ny, np
tynarEG = > Gnj + Y whj(Unj — ), (1)
j=1 j=1

donde §p;, j = 1,..., Nj, son los valores predichos por un modelo dado en el
estrato h. El término Z;ﬁ 1 Whj(Ynj —Ynj) puede interpretarse como un ajuste
de regresién dado el estimador proporcionado por el modelo. El efecto es que
produce una importante reduccién de su varianza, especialmente cuando la
relacion entre y y x es muy fuerte. Si el modelo elegido es un modelo de re-
gresién lineal, yp,; = l’;wﬂh—FGhj, con var(ep;) = O'}QL vz = (L, Thj1, s Thj) s

entonces §p; = «T%jﬂh.GREGv donde

Nh -1 MNhp
A / /
Bh.GREG = < E whja?hjxhjChj) E WhiThYhiChy

Jj=1 J=1
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y cn; son constantes especificadas. La expresion (1) puede escribirse también
como:

7§yh.GREG = Ltyh.HT + (Xh — tonur) Br.cREG)
donde fyh.HT = Z;ﬁ 1 WhjYnj, es el estimador Horvitz-Thompson de Y}, y
teh UT = Z?g 1 WhjThj es el estimador Horvitz-Thompson de X}, donde X, =

Ny, . . o
> i1 Thy- Efectivamente ambas expresiones coinciden ya que,

N R R
tyn.GREG = ;0 Th;0n.GREG + Z?;l whj(Ynj — ;) Br.GREG
= tynut + (Xn — tznur) Br.orEG-

También se puede expresar el estimador de regresién generalizado como
una ponderacién lineal sobre los y; de modo que

np np

7 *

tyh.GREG = thjyhj = E Whj9hjYhy s
j=1 =1

donde los pesos w;‘;j = Whjgh; cOn whj = 1/mp;,

Np, np, ,
-1 2 I—1
gnj =1+ (Z%‘ - thjgﬁhj) Ty wnjeng = 14 (Xn = tonwr) T, Thjchj,
j=1 7j=1
y
np
/
Th = thjxhj:chjchj.
Jj=1

El valor de gp; estd préoximo a la unidad para la mayoria de los ca-
sos. Cuanto mayor es la muestra mayor proximidad debemos encontrar a
la unidad. Es relativamente raro encontrar gj; que sean mayores que 4 o
menores que 0. Los pesos w} se llaman pesos calibrados ya que estos pesos

J
aplicados a x; reproducen exactamente la poblacién total de x;, es decir

np Np

*
E wh]-achj = E Thy = Xh-
Jj=1 Jj=1

La varianza del estimador GREG viene dada por

Np Ny Wi
A Wk
Var(tyh.GREG) = Z Z ( J — 1) €5€L,

J=1 k=1 - LIk
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donde €¢; = y; — x; Oh.cREG Y se estima mediante la expresion:

Nh  Tp

var(fyn.arec) = Y Y (@hiwhi — Whjk) (9h€), (Grné;)
=1 k=1

donde €; = y; — m}ﬂh.GREg. En el caso de muestreo aleatorio simple, esta
expresion toma la forma:

o np . 1
ar(fyn.orec) = Ni(1— 55) —var(gqé), (2)
h Mh

donde gp, = (g1,---19n,) Y € = (€1, ..., €n,)-

2.2.1. Estimador directo de razén

Cuando hay una tnica variable auxiliar, la regresién pasa por el origen y
el modelo de regresién es heteroceddstico, con pesos cjj = xp;, el estimador
GREG es un estimador directo de razén. Los valores gp,; arriba definidos son
en este caso constantes para todas las observaciones j = 1,...,n, y vienen
dados por

tw.HT
donde t, gT = Z;ﬁ | WhjTp; €s un nimero y no un vector. Ademas,

Np
>ty WhiYhg
Doty WhjTh;
j=1%hjthj

Bhp =
y entonces fyh_GREG = fyh_D = X'B,p = (Z;V:hl zhj) Gr.p. En estadisticas
oficiales es frecuente expresar este estimador como

R Thy D, N .
] 1 J
tyh.D thﬂ/hg A tyh.HT = (FE)tyh.HTa
Z] 1%hjThj lzh HT

donde FE es el factor de elevacion que no depende de la variable a estimar.
Obsérvese que este factor de elevacién coincide con los gp del estimador
GREG. Si el dominio fuera pequeno, de modo que haya pocas observaciones
de la muestra que caen en ese dominio, el estimador es muy inestable. Se
trata de un estimador directo que utiliza solamente informacion de su propio
dominio. Su varianza es de orden O(1/n;), por tanto, bastante grande. Se
obtiene como caso particular de la expresién (2), de la que se deduce

Xh 2~

h )2¥ar (é),

var(tynp) ~ Np(1 — —)—
(fnp) = NR(1 = ) (e

7
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n ~ ~
2121 (Ehjfej)2

T es la varianza muestral de los residuos del

donde varp(é) =
modelo yp; = Byh; +€p;, desde j =1,...,np con V&I‘(Eh]) = o2 Zhj- Es decir,
los residuos se obtienen directamente al calcular €n; = ynj — Jnj = Ynj —
x j ﬁh,D. Como el sesgo se considera practicamente nulo, el error cuadratico
medio de este estimador se aproxima por su varianza, es decir MSE(tAyh.D) ~
var(tyh p). En este caso el estimador de su coeficiente de variacién se estima

mediante la expresion

. 66.(tynp
C.V.(tyh‘D) = M,

tyh.D
donde €6.(tynp) = \/Var(t,np)-

3. Estimadores indirectos

Los estimadores indirectos utilizan para estimar el total o media de una
variable en un dominio dado informacién de otros dominios.

3.1. Estimador indirecto de razén o estimador sintético

Supongamos que se utiliza informacion auxiliar procedente de otros do-
minios de forma que

H
Dohe1 2t WhiYni
Eh 1 Z 1whﬂ3h3
Obsérvese que (3 utiliza la informacién muestral global, tanto para los
valores de y como de = y es, por lo tanto, més estable. El estimador toma
‘informacion prestada’ del resto de dominios. La varianza de (3 es de orden

O(1/n), luego bastante menor. El estimador del total en el estrato h recibe
el nombre de estimador sintético y viene dado por:

Zh 12 1whjyha
Sy SR whyTh

Este estimador puede ser considerablemente sesgado pero su varianza es
pequena cuando el tamano de la muestra global n = Zthl ny es grande.

b=

tynsyn = Xnf = Xp,

En particular este estimador puede ser insesgado cuando los G, p de los
diferentes estratos son semejantes entre si, esto es, son semejantes a las del
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dominio que las contiene. Bajo estas hipdtesis, y no otras, es recomendable
el uso del estimador sintético, ya que entonces es une stimador estable y
puede llegar a ser practicamente insesgado. Su varianza viene dada por

n. 1 Xy,
"V ST s
> h=1 Zj:l WhjLhj

donde var(e) es la varianza muestral de los residuos del modelo heteroceddsti-
co y; = Bxj+e; con var(e) = o2x;, j = 1,..., N, a nivel poblacional (es decir,
se calculan los residuos en toda la muestra, no sélo en el estrato de estudio).

Sarndal and Hidiroglou (1989) proporcionan una aproximacién del sesgo
del estimador sintético segun la cual £ (tAyh,SYN) —tyhSYN R — Z;V: 1 € donde

)*vai(e),

xﬁa\r(fyh.SYN) =~ N2<1

€ = Yj — $;B Luego el estimador serd aproximadamente insesgado si se
verifica que Zjvzl er = 0. Esta condicién no se satisface normalmente. Si
el modelo no ajusta bien en el dominio de interés, la suma de residuales
puede estar lejos de cero, indicando un sesgo considerable. En caso contrario,
podemos esperar un sesgo limitado. Por ello, es desesable estimar el error
cuadratico medio como medida de precision del estimador. Viene dado por

MSE(tAyh.SYN) = var(fyh.SYN) + (Sesgoyh)2,

y se estima mediante la expresion:
np

MSE(fyn.syn) = Vai(fyn.syn) + (Z &)?,
j=1

donde €; = y; — x;B, 7 = 1,...,n son los residuos obtenidos a partir del
modelo estimado con todos los datos muestrales, aunque en cada estrato
solamente se suman los especificos de ese estrato.

El estimador de su coeficiente de variacién viene dado por

@(fyh.SYN)

ﬁ(fyh.SYN) = 7
lyh.SYN
donde, @e(fyh.SYN) = @(fyh.SYN)~

4. Estimadores compuestos

El estimador compuesto se construye para compensar el sesgo del esti-
mador indirecto, frente a la inestabilidad del estimador directo. Viene dado
por

tyn.c = Ontynp + (1 — dn)tyn1,
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donde 0 < ¢p, < 1, fyh,D es un estimador directo y tAyh.I es un estimador indi-

recto. Muchos de los estimadores propuestos en la literatura bajo disenos o

bajo modelos son estimadores compuestos. Entre los estimadores compuestos

basados en el diseno podemos tomar por ejemplo fyh.D como estimador direc-

to de razon y tAyh,I como estimador indirecto de razén o estimador sintético.
Pfefferman (2002) propone el estimador compuesto:

(3)

tyn.c = Ontynp + (1 — dn)tynsyn, on = %

Esta eleccién de ¢y, es especialmente adecuada para poblaciones que no
sean muy grandes, ya que en otro caso el cociente ny/Np no favoreceria
necesariamente al estimador directo cuando nj crece. Con estos pesos, el
peso del estimador directo o indirecto es mayor segin sea su representacién
muestral. Esto es, a mayor fraccién muestral, mayor contribucién del esti-
mador directo. Cuando la muestra estd poco representada en la poblacion,
es el estimador indirecto el que tiene mas peso en el estimador compuesto.
Puede ocurrir también que np, = 1 y N, = 1 en cuyo caso el estimador
compuesto seria igual al directo.

El error cuadratico medio del estimador compuesto (3) viene dado por

MSE(tye.c) =~ ¢2MSE(fyep) + (1- ¢h)2MSE(£yd.SYN)
+2¢5(1 — én) E[(tyn.p — Ya) (Eyn.syn — Yn)].

Su estimacién no es ficil, ya que puede ocurrir que el tercer término
de este sumatorio, es decir el de la covarianza no sea pequeno. Una posible
aproximacion viene dada por

El(tynp — Ya)(tynsyn — Y3)] =

Eltynntynsyn] — YnEltynp) — YaEltynsyn] + Y/
~ Eltynplynsyn] — Y2 — Ya (Vs + sesgoy syn) + V)2
Eltynptynsyn] — Y2 — Ya(sesgop syn)

b [fzh.p] — Yy (sesgop, syn)
= MSE(tyn.p) — Yn(sesgoy, syn)-

Obsérvese que E [fyh_nyh_SYN] puede aproximarse con E[tzh_D] ya que
la covarianza es distinta de cero solamente para los términos comunes de
ambos estimadores, es decir para los términos que intervienen en el calculo
del estimador directo.

Sustituyendo MSE(t,,.p) por su estimador, Y}, por su estimador sintético
lyh.SYN Y S€sgoj gyn Por su estimador, se deriva el estimador del error

10
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cuadratico medio como

hfs\E(tAyh.c) ~ qb%hfS\E(fyh‘D)/—i-\(l — gf)h)Ql\TSTE(fyh‘SYN)
+ 20n(1 — é4)[MSE(tyn.D) — tyn.syn(sesgos_gyn)]-

El término I\TS\E(tAyh,D) — tAyh,SYN(sesgoh.SYN) puede llegar a ser negati-
vo, en cuyo caso se puede aproximarse por cero y entonces @(fyh_c) R~
qﬁ,%l\fS\E(tAyh.D)+(1—¢h)21\fSTE(tAyh_SYN). Cuando n = 0 se toma BTS\E(tAyh.C) =
@(fyh_SYN) ya que entonces el estimador compuesto es igual al estimador
sintético, independientemente de lo que valga el estimador directo, que se
habra obtenido por agregacién a niveles superiores, ya que en la propia
CNAE no hay muestra.

El estimador de su coeficiente de variacién viene dado por

SR tmse(t,n.c
C.V(tyh_c) = #,
tyn.c

donde Tmseé(fyn.c) = \/I\TS\E(fyh.C).

11
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